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Abstract 

The dynamics of unstable sound waves in a nonequilibrium vibrationally excited gas is con-
sidered, taking into account viscosity and thermal conductivity. A numerical model has been 
constructed and a computational tool has been developed to study the linear and nonlinear 
stages of the development of acoustic instability in a nonequilibrium gas with different models 
of relaxation, heating and cooling times. The numerical model has high spatial resolution and 
second order accuracy. It is shown that at the initial stage, small disturbances generated by a 
sound source grow exponentially in accordance with the conclusions of linear theory. At the 
nonlinear stage of development of acoustic instability, a sawtooth system of weak shock waves 
is first formed, and then, due to the interaction (merger) of shock waves, a quasi-stationary 
system of high-intensity shock wave pulses is formed. 

Keywords: nonequilibrium gas, vibrational relaxation, instability of sound waves, shock 
waves, numerical methods CSPH-TVD and MUSCL. 

The figure shows the dynamics of acoustic instability at various stages of evolution: linear 
stage with exponential growth of wave amplitude (top left panel); the stage of nonlinear satu-
ration and the formation of a sawtooth system of weak shock waves (top right panel); the stage 
of nonlinear interaction (merging) of shock waves and the formation of shock wave pulses 
(lower left panel); stage of nonlinear saturation and formation of a quasi-stationary system of 
shock wave pulses (lower right panel). 
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Аннотация 

Рассмотрена динамика неустойчивых звуковых волн в неравновесном колебательно-
возбужденном газе с учетом вязкости и теплопроводности. Построена численная модель 
и разработан вычислительный инструмент для исследования линейной и нелинейной 
стадии развития акустической неустойчивости в неравновесном газе с различными мо-
делями времени релаксации, нагрева и охлаждения. Численная модель обладает высо-
ким пространственным разрешением и имеет второй порядок точности. Показано, что 
на начальной стадии малые возмущения, генерируемые источником звука, нарастают по 
экспоненциальному закону в соответствии с выводами линейной теории. На нелинейной 
стадии развития акустической неустойчивости сначала формируется пилообразная си-
стема слабых ударных волн, а затем из-за взаимодействия (слияния) ударных волн обра-
зуется квазистационарная система ударно-волновых импульсов высокой интенсивности. 

Ключевые слова: неравновесный газ, колебательная релаксация, неустойчивость звуко-
вых волн, ударные волны, численные методы CSPH-TVD и MUSCL. 

1. Введение 

Неравновесные течения газа возникают во многих физических системах (природных и 
технических), например, в колебательно-возбужденном газе [1–3], в химически активных 
средах [4], в средах с тепловым дисбалансом [5], в газоплазменных средах [6], в сильных 
ударных волнах [7] и при сверхзвуковом обтекании аэродинамических поверхностей [8, 9]. 
При выполнении определенных условий неравновесный газ становится неустойчивым от-
носительно малых возмущений звуковых и энтропийных мод, и в нем могут развиваться 
акустическая и тепловая неустойчивости [1, 2, 10, 11]. В таком газе амплитуда звуковых 
волн на начальной линейной стадии развития акустической неустойчивости нарастает по 
экспоненциальному закону. Как было отмечено в работе [11], такие акустически активные 
(неустойчивые) среды обладают новыми дисперсионно-вязкостными свойствами, которые 
могут приводить к сверхотражению звуковых волн на границе раздела равновесной и 
неравновесной сред, возбуждению встречного акустического ветра и самофокусировке зву-
ковых пучков, изменению структуры, скорости и условий устойчивости ударных волн. Не-
линейная динамика акустически активных сред ранее исследовалась в работах [11–14] на 
основе обобщенного акустического уравнения с учетом квадратичной нелинейности. В 
частности, в этих работах изучена структура слабых ударных волн, получены новые нели-
нейные волновые структуры – автоволновые импульсы, образующиеся при распаде произ-
вольных слабых разрывов в неравновесном газе. В общем случае при описании динамики 
нелинейных волн со значительной амплитудой учета только квадратичной нелинейности 
недостаточно, и необходимо учитывать нелинейные поправки более высокого порядка. 
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Полный учет всех нелинейных эффектов возможен только при прямом численном решении 
газодинамических уравнений. Ранее детальное исследование последовательной эволюции 
акустической неустойчивости в неравновесном колебательно-возбужденном газе от линей-
ной до нелинейной стадии развития не проводилось. 

В настоящее время наряду с физическим экспериментом и теоретическими методами 
исследования процессов и явлений в газовых и газоплазменных средах широко применяют 
вычислительный эксперимент, который основан на прямом численном решении уравнений 
газодинамики. Для моделирования газодинамических течений используют хорошо апроби-
рованные численные методы, входящие в состав как коммерческих продуктов (Comsol-
Multiphysics, AnsysFluent, IllustrisTNG и др.) [6, 9, 15, 16], так и реализованных на основе 
оригинальных параллельных алгоритмов в специализированных решениях [17–21]. При ве-
рификации численных алгоритмов, используемых для моделирования газодинамических 
неустойчивостей, необходимо, в первую очередь, проводить сравнение результатов моде-
лирования на начальной (линейной) стадии развития неустойчивости с аналитическими вы-
водами линейного анализа устойчивости [22, 23]. Дополнительным фактором, позволяю-
щим верифицировать численный алгоритм, является сравнение результатов моделирования 
с приближенными нелинейными моделями, которые основаны на обобщенном акустиче-
ском уравнении с квадратичной нелинейностью [12–14].  

Как правило, универсальные численные алгоритмы, входящие в состав коммерческих 
продуктов, не обладают необходимой эффективностью (точностью и производительностью) 
для моделирования газодинамических неустойчивостей, т.к. являются сильно диссипатив-
ными, имеют первый порядок точности и требуют больших вычислительных ресурсов из-за 
низкой эффективности распараллеливания расчетов. Поэтому разработка эффективного вы-
числительного инструмента для исследования динамики акустической неустойчивости на 
различных стадиях эволюции (линейной и нелинейной) с высоким пространственным раз-
решением и точностью (не менее второго порядка) является актуальной задачей. 

Целью работы является разработка эффективного вычислительного инструмента и ис-
следование на его основе нелинейных структур, формирующихся в колебательно-возбуж-
денном газе на различных стадиях эволюции акустической неустойчивости, а также опре-
деления параметров системы ударных волн (УВ) в зависимости от начальной степени 
неравновесности среды и модели охлаждения. В качестве инструмента исследования ис-
пользовались методы численного газодинамического моделирования CSPH-TVD (Combined 
Smoothed Particle Hydrodynamics-Total Variation Diminishing) [24, 25] и MUSCL (Monotone 
Upwind Schemefor Conservation Laws) [26, 27], адаптированные для интегрирования уравне-
ний неравновесного газа. В п. 2 представлена математическая модель колебательно-возбуж-
денного неравновесного газа и приведена обобщенная формула для времени релаксации. 
Описание используемого численного метода и параметры вычислительных экспериментов 
приведены в п. 3. В п. 4 представлены результаты численного моделирования. 

2. Математическая модель неравновесного колебательно-
возбужденного газа 

2.1. Основные уравнения 

Рассмотрим модель однокомпонентного колебательно-возбужденного газа с экспо-
ненциальной релаксацией Ландау  Теллера [11–13, 28] в одномерном приближении 
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, 1 и 2 – коэффициенты первой 

и второй кинематической вязкости;  – коэффициент теплопроводности;v  – удельная ко-

лебательная энергия молекул газа; ev – равновесное значение удельной колебательной энер-

гии;  – время колебательной релаксации; Q и  – удельные мощности нагрева (накач-ки) и 

охлаждения (теплоотвода), соответственно. В общем случае величины ,Q  и  зависят от 
плотности и температуры среды. 

Система уравнений (1)–(4) замыкается уравнениями состояния идеального газа 
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где  –показатель адиабаты; R R  – газовая постоянная; R – универсальная газовая 
постоянная; – молярная масса газа. 

2.2. Колебательная температураи модель времени релаксации 

В двухтемпературном приближении при учете только первого энергетического уровня 
каждой моды удельная колебательная энергия газа имеет вид [9, 29] 
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где Tv – колебательная температура газа; l – характеристическая колебательная температу-
ра l -моды; lr – степень вырождения l -моды. 

При численном моделировании газодинамических течений неравновесного газа время 
колебательной релаксации обычно определяется по формуле Милликена – Уайта [9, 30]. В 
работе [31] показано, что модель Милликена – Уайта хорошо согласуется как с эксперимен-
тальными данными, так и с выводами кинетической теории при температурах ниже 3000 K. 
При высоких температурах применяют более точные теоретические модели [32–34], а также 
модели с аналитической аппроксимацией экспериментальных данных [29, 35]. В общем 
случае зависимость времени колебательной релаксации от давления и температуры можно 
представить в виде 
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где ˆ Ap p p  – давление в единицах атмосферного давления ( 101325Ap  Па); min  – мини-
мальная из характеристических температур колебательных мод [34]; ka и n – коэффициенты 
модели релаксации, которые определяются экспериментально [29, 35]или рассчитываются с 
использованием полуэмпирических формул [30, 34]; m – бинарный параметр (при 1m  по-
правка кинетической теории [34] учитывается, а при 0m  – нет). 
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2.3. Стационарное состояние, модели нагрева и охлаждения 

Для изучения различных стадий (линейной, нелинейной) развития акустической не-
устойчивости будем рассматривать динамику звуковых волн на фоне начального стацио-
нарного состояния с однородным распределением газодинамических параметров: 

0( ) constf x  ,где 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0{ , , , , , , , , , }f u p T T Q    v . Газ считаем покоящимся ( 0 0u  ), 
тогда из уравнений баланса энергии колебательно-возбужденного газа (3)и (4) получим 

    0 0 0 0 0 0, eQ T T Q     v v v  (8) 

Первое уравнение в (8) определяет баланс нагрева и охлаждения, необходимый для 
поддержания постоянной температуры газа 0T в начальном стационарном состоянии. Из 
второго уравнения в (8) с учетом выражений (6) можно найти начальную колебательную 
температуру газа 0Tv из следующего уравнения: 
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В работе [36] показано, что на нелинейной стадии развития акустической неустойчи-
вости волновой пакет приобретает пилообразный профиль и эволюционирует к системе 
слабых ударных волн (УВ). Эта система УВ после достижения максимальной амплитуды 
возмущений (эффект нелинейного насыщения) продолжает эволюционировать, и в резуль-
тате нелинейного взаимодействия УВ между двумя первыми максимумами волнового паке-
та образуется область пониженного давления. В этой области эффект нелинейного насыще-
ния исчезает, и температура газа быстро падает до нуля за счет сильного нелинейного 
усиления акустической и тепловой неустойчивостей. Из-за этого дальнейшее исследование 
динамики акустической неустойчивости методами численного газодинамического модели-
рования становится невозможным. Как показал дальнейший анализ, этот негативный эф-
фект обусловлен идеализированной одномерной постановкой задачи с постоянным нагре-
вом и охлаждением (     0 constQ T T Q    ), которая не может быть физически 
реализована на практике. В реальных условиях, как минимум, в одном из направлений все-
гда будет присутствовать поперечный поток тепла, который зависит от разности температур 
между колебательно-возбужденным газом и внешней средой. Этот тепловой поток будет 
приводить к стабилизации неустойчивости в области пониженного давления. Учесть попе-
речный тепловой поток можно как в двумерной постановке задачи, так и в рамках одномер-
ного приближения. Для этого необходимо определить усредненный (эффективный) поток 
тепла в поперечном направлении плоского волновода, который будет задаваться функцией 
 T . Если рассматривать все величины в системе уравнений (1)–(4) как средние значения 

параметров течения в газовом слое плоского волновода, то для функции  T  с учетом ста-
ционарного соотношения 0 0Q  нетрудно получить следующую модельную оценку: 
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где exT –температура внешней среды ( 0exT T ), а безразмерный параметр не позволяет газу 
в численных расчетах охладиться до нуля. Функцию нагрева будем считать постоянной, не 
зависящей от плотности и температуры:   0, constQ T Q   . 

3. Численная модель и параметры вычислительных экспериментов 

3.1. Уравнения динамики неравновесного газа в безразмерном виде 

Для исследования нелинейной динамики акустической неустойчивости в неравновес-
ном колебательно-возбужденном газе удобно перейти в уравнениях (1)–(7) и (11) к безраз-
мерным величинам ff f l , где fl – соответствующие характерные масштабы численной 

модели: 0tl  , 0 0 0u sl c p   , 0 0x sl c  , 0Tl T , 0pl p , 0l   .Тогда систему 

уравнений (1)–(4) можно представить в виде 
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1 1   , 0ex exT T T ,  – безразмерный коэффициент температуропроводности. Для без-
размерных значений удельной колебательной энергии из (6) получим 
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При таком способе обезразмеривания калибровочный коэффициент 0a  в (7) исключается, и 
для безразмерного времени релаксации с учетом уравнения состояния (5) имеем 
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3.2. Акустический инкремент 

В рамках линейной модели неустойчивость звуковых волн в колебательно-возбужден-
ном газе возникает при определенных значениях начальной степени неравновесности среды

0S и безразмерных параметров [11, 13, 37]:  , 
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(14) и предположения о постоянстве функции нагрева получим 
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Условия, при которых акустическая неустойчивость возникает в неравновесном газе, 
могут быть с учетом (15) записаны в виде [37] 
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Если первое условие в (17) выполнено, то звуковые волны могут быть неустойчивы 
при выполнении второго условия в (17). Таким образом, если начальные распределения па-
раметров неравновесного газа и интенсивности нагрева удовлетворяют этим условиям, то 
амплитуда акустических волн на линейной стадии эволюции будет нарастать по закону 

exp{ ( ) }x  , где 0 0sx x c  – безразмерное расстояние от источника звука, 0 0sc   – 
безразмерный акустический инкремент, зависящий от безразмерной частоты колебаний 

0   источника звука. В общем случае (с учетом вязкости, теплопроводности, нагрева и 
охлаждения) величина ( )  определяется из решения дисперсионного уравнения [37]. В 
бездиссипативном пределе для высокочастотного звука (  ) с учетом (15) можно по-
лучить оценку максимального акустического инкремента [37] 

    1
0 1 11

2 T TS C
   
     v  (18) 

3.3. Численный метод, начальные и граничные условия 

Для численного решения системы уравнений (12) проведем стандартную процедуру 
дискретизации непрерывных величин  ,x tU  в узлах пространственно-временной сетки: 

1i ix x x   , 1n n nt t t   , где x L N   – размер пространственных ячеек, L  – безраз-
мерный размер расчетной области, N  – количество расчетных ячеек, nt  – временной шаг. 
Тогда для вектора консервативных переменных получим:    , , n

i n ix t x t U U U . А кон-
сервативный алгоритм численного решения системы уравнений (12) можно представить в 
следующем обобщенном виде: 
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где дробные индексы 1 2i   соответствуют границам ячеек расчетной сетки, 1/2
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средние на временном промежутке 1[ , ]n nt t   значения потоков на границах ячеек и источни-
ковых слагаемых в узлах расчетной сетки, соответственно. Для величин F̂  и Ĝ  справедли-
вы следующие соотношения:   
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Для нахождения величин F̂  иĜ  в (20) применяются различные газодинамические ме-
тоды. В данной работе использовались численные схемы CSPH-TVD [24, 25] и MUSCL [26, 
27], которые основаны на приближенных методах решения задачи Римана [38, 39]: Лакса –
Фридрихса (LF), Хартена – Лакса – Ван Лира (HLL, HLLC). Для повышения точности в ме-
тодах CSPH-TVDи MUSCL применяются различные процедуры предиктор-корректор для 
продвижения по времени и кусочно-линейная реконструкция сеточных функций. Паразит-
ные осцилляции в численных решениях устраняются посредством использования TVD-
ограничителей наклонов сеточных функций [40]. В отличие от MUSCL метод CSPH-TVD 
содержит два основных этапа: лагранжев и эйлеров. На лагранжевом этапе рассчитываются 
силы давления и внешние силы с использованием модифицированного SPH-подхода [41], а 
для продвижения по времени реализуется процедура предиктор-корректор («leapfrog»). На 
эйлеровом этапе вычисляются потоки физических величин через границы ячеек с использо-
ванием HLL-метода решения задачи Римана и TVD-подхода.  

Начальные ( 0 0t  ) распределения газодинамических параметров в численном алго-
ритме (19) задаются в виде: 0( ,0) 0i iu x u  , 0( ,0) 1i ip x p  , 0( ,0)i ix    , 

0( ,0) 1i iT x T  , где 0,..., 1i N  . В данной работе ограничиваемся рассмотрением двух-
атомного газа и определяем колебательную температуры 0

iTv  из (10) при заданных значени-
ях параметров вычислительных экспериментов. 

На левой границе расчетной области при 1/2 0x   задаются граничные условия типа 

«твердая стенка», что для консервативных переменных в фиктивной ячейке 0x  дает: 
1 1

0 1
n n   ,    1 1

0 1
n nu u    , 1 1

0 1
n nE E  ,    1 1

0 1
n n  v v . На правой границе расчет-

ной области при 1/2Nx L   задаются граничные условия типа «свободное протекание», что 

для консервативных переменных в фиктивной ячейке 1Nx   дает: 1 1
1

n n
NN

 
 U U . 

Для генерации звуковых волн задается источник вынужденных колебаний, локализо-
ванный в окрестности левой границы расчетной области:  

    ˆ sin , | | 4 ,
,

0, | | 4 ,

g t x
g x t

x

 



 


 (21) 

где 0   – безразмерная частота генерируемого звука; 2    – безразмерная длина 
акустической волны; 4ˆ 10g   – амплитуда возмущающей (внешней) удельной силы. 

3.4. Параметры вычислительных экспериментов 

Будем рассматривать динамику звуковых волн с частотой 2  , т.к. гармоники с 
этой и близкими частотами оказываются наиболее неустойчивыми при учете вязкости и 
теплопроводности [11, 13, 37]. В качестве фиксированных параметров численной модели 
примем: 1.4  , 410    , 1 10a  , 2 3 0a a n m    , min 6  . С учетом этих парамет-
ров и соотношений (16) дополнительно получим: 0.0888C v , 4.3333T   . Варьируемые 
параметры вычислительных экспериментов и значения акустического инкремента приведе-
ны в табл. 1. 

Таблица 1 

Варьируемые параметры вычислительных экспериментов 

No. 0S  0Tv  exT  T  
( )     L  N  

1 0.1 1.5095 0.3 1.4286 0.0225 0.0258 2000 200 000 

2 0.15 1.6567 0.3 1.4286 0.0376 0.0413 1000 100 000 

3 0.2 1.7832 0.3 1.4286 0.0528 0.0567 1000 100 000 

4 0.25 1.8966 0.3 1.4286 0.0681 0.0721 1000 100 000 
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Продолжение таблицы 1 

No. 0S  0Tv  exT  T  ( )     L  N  

5 0.5 2.3641 0.3 1.4286 0.1452 0.1494 500 50 000 

6 0.75 2.7525 0.3 1.4286 0.2236 0.2266 500 50 000 

7 1 3.1035 0.3 1.4286 0.3030 0.3038 500 50 000 

8 1.25 3.4323 0.3 1.4286 0.3830 0.3810 500 50 000 

9 1.5 3.7463 0.3 1.4286 0.4631 0.4582 500 50 000 

10 1.75 4.0498 0.3 1.4286 0.5429 0.5354 500 50 000 

11 2 4.3454 0.3 1.4286 0.6222 0.6126 500 50 000 

12 2.25 4.6340 0.3 1.4286 0.7004 0.6898 500 50 000 

13 2.5 4.9196 0.3 1.4286 0.7772 0.7670 500 50 000 

14 2.75 5.2004 0.3 1.4286 0.8522 0.8442 500 50 000 

15 3 5.4778 0.3 1.4286 0.9252 0.9215 500 50 000 

16 1 3.1035 0.1 1.1111 0.3212 0.3219 500 50 000 

17 1 3.1035 0.2 1.25 0.3133 0.3140 500 50 000 

18 1 3.1035 0.4 1.6667 0.2892 0.2902 500 50 000 

19 1 3.1035 0.5 2 0.2695 0.2711 500 50 000 

20 1 3.1035 0.6 2.5 0.2395 0.2425 500 50 000 

21 1 3.1035 0.7 3.3333 0.1886 0.1949 500 50 000 

22 1 3.1035 0.75 4 0.1472 0.1568 500 50 000 

23 1 3.1035 0.8 5 0.0849 0.0997 1000 100 000 

24 1 3.1035 0.8517* 6.7440* -0.0221 0.0000 100 10 000 

25 1 3.1035 0.9 10 -0.2017 -0.1860 100 10 000 

В строке 24 табл. 1 (отмечены «*») приведены критические значения параметров *
exT  и

T
 , при которых условия для развития акустической неустойчивости в неравновесном газе 

исчезают и звуковые волны затухают. Критические значения этих параметров для фиксиро-
ванной степени неравновесности среды можно найти из (16) и (18) при условии 0  . 

4. Результаты численного моделирования 

4.1. Влияние нагрева 

Рассмотрим влияние начальной степени неравновесности среды 0S , которая определя-
ется удельной мощностью нагрева 0Q , на нелинейную динамику акустической неустойчи-
вости в колебательно-возбужденном газе. В рамках линейного анализа устойчивости [11, 
13, 37] было показано, что акустический инкремент, высокочастотная оценка которого при-
ведена в (18), линейным образом зависит от 0S . Детальное сравнение линейной модели с 
результатами численного газодинамического моделирования в рамках нелинейной модели 
проводилось в работе [36] для различных значений звуковых частот  2, , 2     и 
волнового разрешения  10,...,100x   . Было получено, что относительное отклонение 
величины акустического инкремента в линейной и численной моделях для 50x    ока-
зывается менее 1 %. 

В численных экспериментах (моделях) 1–15 из табл. 1 варьируется величина началь-
ной степени неравновесности среды 0S  при фиксированных значениях внешней температуры 

exT . Волновое разрешение во всех вычислительных экспериментах составляет 100x   , 
что позволяет существенно уменьшить влияние численной (схемной) вязкости на динамику 
звуковых волн. Для безразмерного декремента затухания звуковых волн за счет схемной 
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вязкости имеем: 55 10a    . На рис. 1 для 0 0.5S   (модель 5 в табл. 1) показана эволю-
ция акустической неустойчивости от квазилинейного режима до стадии нелинейного насы-
щения и первоначального нелинейного взаимодействия ударных фронтов в окрестности 
правой границы волнового пакета.  

 

 

 

Рис. 1. Линейная (a) и нелинейная (b, c) стадии эволюции акустической не-
устойчивости. Показаны пространственные распределения давления, плот-
ности и температуры в различные моменты времени для модели 5 (см. 
табл. 1). Цифрами на рисунке отмечены положения первых трех УВИ 

Линейная стадия развития акустической неустойчивости, на которой амплитуда зву-
ковых волн увеличивается по экспоненциальному закону, показана на рис. 1, a в момент 
времени 35t  . Как видно из этого рисунка, сгенерированный источником звука (21) вол-
новой пакет содержит 35 максимумов и с хорошей точностью аппроксимируется гармони-
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ческой функцией      0̂ exp sinf x f x k x [36], где 0.1452  , 1k   – безразмерное 
волновое число, 5

0̂ 2 10f    – начальная амплитуда возмущений. Отклонения от экспонен-
циального закона заметны только для первого максимума и минимума волнового пакета, 
которые граничат с невозмущенной средой. 

Квазилинейная и нелинейная стадии развития акустической неустойчивости пред-
ставлены на рис. 1, b в момент времени 70t  . Из этого рисунка видно, что при амплитуде 
возмущений больше 1 % происходит нелинейное укручение фронтов волнового пакета при 

40x  . На расстояниях от источника 50x   происходит деформация синусоидального 
профиля звуковой волны в пилообразный. При 60x   хорошо заметен эффект нелинейного 
насыщения амплитуды возмущений, который обусловлен стабилизацией акустической не-
устойчивости из-за изменения газодинамических параметров среды в волне. Максимальное 
относительное отклонение параметров течения в волне от начальных стационарных значе-
ний составляет порядка 2.5 ÷ 10 %, что оказывается достаточным для нарушения условий 
развития акустической неустойчивости. Сформировавшийся пилообразный волновой пакет 
представляет собой систему слабых ударных волн (УВ) с пространственным масштабом 
(расстоянием между фронтами) ~  . В окрестности правой границы волнового пакета  
( ~ 70x ) наблюдается начальная стадия нелинейного взаимодействия первых трех УВ, ко-
торая приводит к изменению их амплитуды и скорости. 

Нелинейная динамика акустической неустойчивости показана на рис. 1, c. На этом 
этапе эволюции к моменту времени 115t   формируются две характерные нелинейные 
структуры: 1) пилообразная система слабых УВ, возникающая из-за нелинейного укручения 
профиля  звуковой волны; 2) система ударно-волновых импульсов (УВИ), которая образу-
ется в процессе нелинейного слияния слабых ударных волн вблизи правой границы волно-
вого пакета. По сравнению с пилообразной системой слабых УВ амплитуда УВИ оказыва-
ется в 4–5 раз больше, а пространственный масштаб УВИ (расстоянием между фронтами) 
также увеличивается в 4–5 раз. Причиной увеличения расстояния между фронтами является 
различная скорость распространения УВ. Слабые ударные волны в пилообразной структуре 
на рис. 1c распространяются со скоростью 1.01shu  . Скорости распространения первых 
трех ударно-волновых импульсов: (1) 1.2shu  , (2) 1.16shu   и (3) 1.08shu  . 

Структура течения между фронтами в пилообразной системе слабых УВ имеет прак-
тически линейный профиль, а в системе ударно-волновых импульсов распределение пара-
метров течения между фронтами имеет более сложный нелинейный профиль (приблизи-
тельно гиперболический).  

Отметим, что структура ударно-волновых импульсов качественно похожа как на 
структуру слабых ударных волн в неравновесном газе [12], полученных в приближении 
квадратичной нелинейности, так и детонационных волн в химических активных средах 
[21], рассчитанных на основе методов численного газодинамического моделирования. 

На рис. 2 для демонстрации эффектов нарастания амплитуды возмущений, нелинейного 
насыщения и взаимодействия ударных волн показаны зависимости амплитуды и скорости 
волн от расстояния до источника для первых четырех максимумов волнового пакета. Можно 
выделить три характерных стадии эволюции акустической неустойчивости (рис. 2, a):  
a) линейная стадия ( 40x  ) с экспоненциальным законом роста амплитуды возмущений

exp(0.1452 )x  , которая с хорошей точностью ( 5 4~10 10  ) согласуется с аналити-
ческим решением линейной модели [37];  

b) стадия нелинейного взаимодействия (слияния) УВ на правой границе волнового паке-
та ( 40 140x  ), на которой из пилообразной системы слабых ударных волн форми-
руются ударно-волновые импульсы; 

c) стадия нелинейного насыщения амплитуды УВИ ( 140x  ). 
Рассмотрим более детально процесс слияния на второй стадии (см. рис. 2, a). Нумера-

ция максимумов ведется справа налево от первого фронта волны на границе с невозмущен-
ным газом. 
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Рис. 2. Зависимость максимальной амплитуды возмущенного давления в волне (a) и 
скорости распространения волновых фронтов (b) от расстояния до источника. Показаны 
значения для первых 4-х максимумов (цифры 1–4 на рисунке) волнового пакета для мо-
дели 5 (см. табл. 1). Штриховая линия 5 – асимптотическое решение  exp x  для ам-
плитуды звуковых волн в линейной модели с акустическим инкрементом 0.1452   

Первый максимум всегда остается первым, а в результате слияния 3-го и 2-го макси-
мумов с 4-м, последний становится вторым по счету и образуются два первых УВИ. Далее 
процесс продолжается аналогичным образом для последующих максимумов с образованием 
новых ударно-волновых импульсов. Данный процесс слияния проявляется на рис. 2, a в ви-
де скачков амплитуды возмущенного давления maxp  для различных максимумов. На 
рис. 2, b показана аналогичная эволюция скоростей распространения волновых фронтов для 
различных максимумов, и видно, что после начала процесса слияния УВ скорость фронтов 
увеличивается приблизительно на 22 ÷ 24 % и отличается для разных максимумов. При 

300x   скорости волновых фронтов выравниваются на уровне 1.22shu  . Таким образом, 
на конечной стадии эволюции акустической неустойчивости образуется квазистационарная 
нелинейная структура ударно-волновых импульсов, которая распространяется с постоянной 
скоростью и имеет практически неизменную амплитуду.   

На рис. 3 для различных значений начальной степени неравновесности среды показана 
квазистационарная система ударно-волновых импульсов, сформировавшаяся на конечной 
стадии развития акустической неустойчивости. Видно, что ростом величины 0S  увеличива-
ется интенсивность и скорость УВИ, а также уменьшается расстояние между фронтами 
ударных волн. Эффект возрастания скорости УВИ с увеличением начальной степени нерав-
новесности среды хорошо заметен на рис. 3 по времени достижения волновым пакетом гра-
ницы расчетной области (окрестности точки 494x  ). Так для скорости распространения 
УВИ при 0 0.5S   имеем 1.22shu  , а при 0 1S   и 0 2S   получаем соответственно 

1.45shu   и 1.84shu  . Эффект уменьшения пространственного масштаба УВИ можно 
определить по количеству максимумов на рис. 3. Так для последовательности значений 

 0 0.5,1, 2S   имеем соответственно 9, 11 и 12 максимумов, тогда для соответствующей по-
следовательности пространственного масштаба УВИ получаем:  5.8,4.98, 4.55sh  . Отме-
тим, что из приведенных оценок и рис. 3 следует нелинейный характер зависимости интен-
сивности, скорости и пространственного масштаба УВИ от величины 0S . 

Нелинейная стадия развития акустической неустойчивости сопровождается суще-
ственным изменением начальных распределений газодинамических параметров. Наиболее 
сильно этот эффект проявляется на стадии образования ударно-волновых импульсов (см. 
рис. 3).  
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Рис. 3. Квазистационарная система ударно-волновых импульсов (УВИ) на 
конечной нелинейной стадии эволюции акустической неустойчивости. По-
казаны пространственные распределения давления, плотности и температу-
ры для различных вычислительных экспериментов из табл. 1: a) модель 5; b) 
модель 7; c) модель 11 

На рис. 4 для различных моделей показаны пространственные распределения локаль-
ной степени неравновесности среды  S x , термодинамической  T x  и колебательной 

 T xv  температур. Область представления ограничена отрезком 475 494x   и содержит 
от 2-х до 3-х УВИ в зависимости от модели. Видно, что величины ( )S x  и ( )T xv  находятся в 
противофазе с температурой  T x , т.е. за фронтом УВ термодинамическая температура 
достигает своего максимума, а колебательная температура и локальная степень неравновес-
ности среды, наоборот, достигают своих минимальных значений. Перед фронтом УВ реали-
зуется обратная ситуация. На правой границе в области невозмущенного течения (окрест-
ность точки 494x  ) можно определить начальные значения газодинамических парамет-
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ров, что позволяет наглядно оценить изменение структуры течения в УВИ по сравнению с 
начальным состоянием.  

С увеличением интенсивности ударно-волновых импульсов возрастает и локальная 
степень неравновесности среды ( S ) перед фронтом УВ в области пониженной температу-
ры, что соответственно приводит и к увеличению отношения T Tv . В области повышенной 
температуры за фронтом УВ с ростом интенсивности УВИ величина S  иT Tv , наоборот, 
уменьшаются. 

Отметим, что система УВИ, сформировавшихся на конечной стадии эволюции аку-
стической неустойчивости, имеет качественно аналогичную структуру, как и система авто-
волновых импульсов, полученных ранее в работах [11, 14] на основе численного решения 
акустического уравнения с учетом квадратичной нелинейности. 

 

 

Рис. 4. Структура течения в системе ударно-волновых импульсов (УВИ) в окрестности 
правой границы волнового пакета. Показаны пространственные распределения темпера-
туры T , колебательной температуры Tv  и локальной степени неравновесности среды S
для различных вычислительных экспериментов из табл. 1: a) модель 4 при 462t  ;  
b) модель 5 при 418t  ; c) модель 7 при 351t  ; d) модель 11 при 276t   

Структура ударных волн, сформировавшихся на конечной нелинейной стадии эволю-
ции акустической неустойчивости, показана на рис. 5 для первых двух УВИ в окрестности 
правой границы волнового пакета. Переходя в систему отсчета, связанную с движущимся 
со скоростью shu  фронтом УВ, получаем, что газ натекает на фронт УВ справа со сверхзву-
ковой скоростью | |sh su u u c     и числом Маха 1sM u c  . Для модели 11 с 0 2S  , 
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представ-ленной на рис. 5, скорость фронтов УВ составляет 1.84shu  , и в натекающем по-
токе газа получаем 1 1.84M   и 2 2.85M   для первого и второго УВИ соответственно. По-
ложение фронта ударных волн, проходящих через звуковую точку su c  , показано штри-
ховой линией на рис. 5. В численных экспериментах ширина фронта УВ составляет 3–4 
расчетных ячейки. Для выбранного пространственного разрешения численных моделей в 
табл. 1 получаем следующую оценку ширины фронта ударных волн: 0.03 0.04shl   . По-
следующие ударно-волновые импульсы в волновом пакете имеют аналогичную структуру 
УВ. Отметим, что в пилообразной системе слабых ударных волн (см. рис. 1, b, c) газ также 
натекает на фронт УВ со сверхзвуковой скоростью, но с меньшими числами Маха: 
M 1.05 1.1  . 

 

Рис. 5. Структура ударных волн в окрестности первых двух максимумов (фронтов УВИ) 
на правой границе волнового пакета (см. рис. 3, c): a) первый максимум, граничащий с 
невозмущенной средой; b) второй максимум. Для модели 11 с 0 2S   показаны про-
странственные распределения плотности   , скорости звука sc , скорости натекания 
газа на фронт ударной волны * | |shu u u   и соответствующего числа Маха * sM u c , 
где 1.84shu   – скорость фронта УВ. Маркерами на кривых отмечены узлы расчетной 
сетки, а вертикальной точечной линией показано положение фронта УВ 

На рис. 6 показано влияние начальной степени неравновесности среды (модели 1–15 
из табл. 1) на параметры течения за фронтом УВ (L-индекс) и перед фронтом УВ (R-индекс) 
в системе ударно-волновых импульсов на конечной стадии эволюции акустической не-
устойчивости. Видно, что все параметры течения в системе УВИ, представленные на рис. 6, 
нелинейным образом зависят от значения величины 0S . Давление Lp , плотность L  и тем-
пература LT  за фронтом УВ возрастают с увеличением 0S , а перед фронтом УВ величины 

Rp , R  и RT , наоборот, убывают (см. рис. 6, a). Для этих величин всегда выполнены усло-
вия L Rp p , L R   и L RT T . Значения колебательных температур LTv,  и , RTv  возрастают 
с увеличением 0S , но для них всегда выполняется обратное условие , ,L RT Tv v  (см. 
рис. 6, a). Как видно из рис. 6, b, величина локальной неравновесности среды перед фронтом 
УВ ( RS ) быстро возрастает с увеличением 0S , достигая значений 520RS   при 0 3S  . Зна-
чение локальной неравновесности среды за фронтом УВ ( LS ) сначала незначительно воз-
растает с увеличением 0S , а затем при 0 0.75S   начинает быстро убывать. Также как и для 
колебательных температур, всегда выполняется условие L RS S . Скорость распростране-
ния УВИ и число Маха, натекающего на фронт УВ газа, увеличиваются с ростом начальной 
степени неравновесности среды (см. рис. 6, b). На рис. 6, b дополнительно показаны зависи-
мости 0( )sh S  и 0( )sh S , которые демонстрируют эффекты сгущения (уменьшения рассто-
яния между фронтами УВ) и увеличения частоты прохождения ударно-волновых импульсов 
с ростом величины 0S . 
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Рис. 6. Зависимость параметров течения в системе УВИ от начальной степени неравно-
весности среды 0S . Показаны значения параметров течения за фронтом УВ (L-индекс) и 
перед фронтом УВ (R-индекс): a) давление, плотность, температура, колебательная тем-
пература; b) локальное значение степени неравности среды, скорость УВ, число Маха 
натекающего на фронт УВ газа, относительные длина волны sh   (расстояние между 
фронтами УВ) и частота sh   системы УВИ 

4.2. Влияние охлаждения 

Рассмотрим влияние относительной температуры внешней среды exT , которая опреде-
ляет модель охлаждения  T , т.е. значение параметра T  в (16). Из выражения (18) сле-
дует, что с увеличением параметра T  ( exT при этом также возрастает) величина акустиче-
ского инкремента уменьшается и становится отрицательной при превышении некоторого 
порогового значения ( *

T T    или *
ex exT T ). В численных моделях 16–25 из табл. 1 варьи-

руется величина внешней температуры exT  при фиксированных значениях 0S . 
При различных значениях exT  структура течения на нелинейной стадии развития аку-

стической неустойчивости качественно не меняется, т.е. волновой пакет проходит все ста-
дии эволюции, описанные в пп. 4.1. На рис. 7 показано влияние внешней температуры exT  
(модели 16–23 из табл. 1) на параметры течения за фронтом УВ (L-индекс) и перед фронтом 
УВ (R-индекс) в системе ударно-волновых импульсов на конечной стадии эволюции аку-
стической неустойчивости.  

 
Рис. 7. Зависимость параметров течения в системе УВИ от внешней температуры exT . 
Показаны значения параметров течения за фронтом УВ (L-индекс) и перед фронтом УВ 
(R-индекс): a) давление, плотность, температура, колебательная температура; b) локаль-
ное значение степени неравности среды, скорость УВ, число Маха натекающего на 
фронт УВ газа, относительные длина волны sh   (расстояние между фронтами УВ) и 
частота sh   системы УВИ 
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Видно, что все параметры течения в системе УВИ, представленные на рис. 7, нели-
нейным образом зависят от величины exT . С увеличением значения exT  амплитуда ударных 
волн уменьшается, т.к. значения параметров течения ( Lp , L , LT ) за фронтом УВ убывают, 
а перед фронтом УВ величины Rp , R  и RT , наоборот, возрастают (рис. 7, a). Значения ко-
лебательных температур LTv, и , RTv  убывают с увеличением exT  (рис. 7, a). Как видно из 
рис. 7, b, с увеличением параметра exT  величина RS  быстро убывает, а LS  медленно возрас-
тает. Кроме того, с ростом exT  скорость распространения УВИ, число Маха натекающего на 
фронт УВ газа и расстояние между фронтами УВ уменьшаются, а частота прохождения 
ударно-волновых импульсов увеличивается. 

В численных экспериментах 24 и 25 (см. табл. 1) звуковые волны затухают ( 0  ) и 
соответственно нелинейные волновые структуры (УВИ) не образуются. На рис. 8 показана 
динамика затухающих звуковых волн в моделях 24–25. 

 

Рис. 8. Затухание звуковых волн в неравновесном газе с 0   (акустический декре-
мент). Показаны распределения давления, плотности и температуры в акустической 
волне для двух вычислительных экспериментов из табл. 1: a) модель 24; b) модель 25 

4. Заключение 

Сформулируем основные результаты работы: 
1. Построена численная модель динамики неравновесного колебательно-возбужденного 

газа с учетом вязкости и теплопроводности, которая позволяет рассматривать различ-
ные модели времени релаксации, нагрева и охлаждения. Выбранный способ обезраз-
меривания основных уравнений позволяет сократить количество калибровочных па-
раметров численной модели. 

2. Разработан вычислительный инструмент (программный комплекс), основанный на га-
зодинамических методах сквозного счета CSPH-TVD и MUSCL, для исследования ди-
намики распространения неустойчивых звуковых волн в колебательно-возбужденном 
газе с различными моделями времени релаксации, нагрева и охлаждения. Этот ин-
струмент позволяет с высокой точностью и пространственным разрешением изучать 
различные стадии последовательной эволюции акустической неустойчивости. 

3. Проведено детальное исследование динамики звуковых волн в неравновесном колеба-
тельно-возбужденном газе на линейной и нелинейной стадиях развития акустической 
неустойчивости. Показано, что для малых возмущений (относительная амплитуда 

4 3~10 10  ) результаты численного моделирования с высокой точностью совпадают с 
выводами линейного анализа устойчивости (линейной модели), т.е. относительное от-
клонение значений акустического инкремента в численной и линейной моделях состав-
ляет менее 104. На нелинейной стадии эволюции акустической неустойчивости за счет 
эффекта нелинейного укручения волнового профиля сначала формируется пилообраз-
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ная система слабых ударных волн с относительной амплитудой ~ 1 50 %, а затем в ре-
зультате нелинейного взаимодействия (слияния) ударных волн (УВ) на правой границе 
волнового пакета образуется система ударно-волновых импульсов (УВИ) с относитель-
ной амплитудой ~ 10 500 %. Образовавшаяся таким образом система УВИ распростра-
няется в неравновесном газе с постоянной скоростью и практически неизменной ампли-
тудой, что позволяет сделать вывод о квазистационарности этой нелинейной структуры и 
определить ее как конечную стадию эволюции акустической неустойчивости. 

4. Исследовано влияние начальной степени неравновесности среды, которая определяет-
ся удельной мощностью нагрева источника накачки при фиксированных значениях 
температуры и времени релаксации, на параметры течения в системе УВИ. Показано, 
что с увеличением начальной степени неравновесности среды возрастает амплитуда и 
скорость УВИ. Характерной особенностью структуры течения в системе УВИ являет-
ся то, что пространственные распределения термодинамических параметров газа (дав-
ления, плотности и температуры) находятся в противофазе с колебательной темпера-
турой и локальной (текущей) степенью неравновесности среды, т.е. значения послед-
них перед фронтом ударной волны (область минимума в УВИ) достигают своих мак-
симальных значений, а за фронтом УВ (область максимума в УВИ) – минимальных 
значений. Кроме того, кинематический анализ показал, что с ростом амплитуды и 
скорости УВИ происходит сгущение (уменьшение расстояния между фронтами волн) 
и увеличение частоты прохождения УВИ через неравновесный газ. 

5. Изучено влияние температуры внешней среды, которая определяет модель охлажде-
ния, связанную с поперечным потоком тепла в плоском волноводе. Показано, что с 
ростом температуры внешней среды ( 0exT T ) при фиксированных значениях других 
параметров течения происходит уменьшение как акустического инкремента, так и ам-
плитуды и скорости УВИ. Кроме того, кинематический анализ показал, что с ростом 
температуры внешней среды расстояние между фронтами УВ уменьшаются, а частота 
прохождения ударно-волновых импульсов увеличивается. 

В данной работе для детального исследования линейной и нелинейной стадий эволю-
ции акустической неустойчивости и демонстрации эффективности разработанной числен-
ной модели все вычислительные эксперименты проведены для значений параметров, соот-
ветствующих двухатомному газу H2 при температуре 0 1000KT   и атмосферном давлении 
[35]. Отметим, что построенная численная модель может быть использована и для исследо-
вания динамики акустической неустойчивости в других газах как двухатомных, так и мно-
гоатомных с несколькими колебательными модами. Для этого необходимо предварительно 
определить полную колебательную энергию неравновесного газа и выделить минимальную 
из характеристических колебательных температур. Кроме того, в некотором приближении 
разработанный вычислительный инструмент может применяться и для смеси газов. Для 
этого также необходимо предварительно рассчитать усредненные/эффективные значения 
параметров численной модели для смеси газов. Это позволит сначала на качественном 
уровне определить основные закономерности эволюции акустической неустойчивости в та-
ких средах, а затем уточнить полученные решения, используя более сложные многокомпо-
нентные модели с учетом химических реакций [9, 21, 42]. Следует также отметить, что раз-
работанная численная модель динамики неравновесного акустически активного газа может 
быть обобщена на случай произвольных моделей нагрева и охлаждения, которые при учете 
радиационных потерь и химических реакций могут сложным образом зависеть от плотно-
сти и температуры [4, 6, 7, 16, 19, 27, 43–46]. 
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