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Аннотация 
Предлагается простая кинетическая модель, которая приближенно описывает процесс вра-
щательно-поступательного переноса энергии (RT процесс) в разреженном газе. Модель со-
держит два свободных параметра, которые могут быть определены из сравнения результатов 
расчёта на её основе с имеющимися экспериментальными или теоретическими данными. 
Приводится сравнение выполненных на основе модели расчётов структуры ударной волны в 
азоте с численным решением кинетического уравнения Ван Чанг – Уленбека (ВЧ − У). 
  

TWO LEVELS KINETIC MODEL FOR ROTATIONAL-TRANSLATIONAL TRANS-
FERS IN A RAREFIED GAS 

A simple kinetic model that approximately describes the process of the rotational-translational 
transfer of energy (RT process) in a rarefied gas is proposed.  The model contains two free parame-
ters that can be defined by comparing the results of computation obtained by the model with avail-
able experimental and theoretical data. The comparison of some results of computation of the shock 
wave structure in Nitrogen made on the base of the model with numerical solution of the Wang 
Chang – Uhlenbeck (WC − U)equation is reported. 

 

Введение 
Моделирование течений разреженных молекулярных газов требует учёта обмена 

энергией между поступательными и внутренними степенями свободы молекул, прежде все-
го вращательными степенями свободы, сечение возбуждения которых достаточно велико и 
может составлять порядка 25% от сечения упругих столкновений.  

Важной особенностью вращательных степеней свободы является малая величина пе-
реносимого кванта энергии для всех газов, за исключением водорода и его изотопов. На-
пример, для азота квант вращательной энергии равен 2.89K и вращательный спектр близок 
к непрерывному спектру, что позволяет рассматривать процесс вращательно-поступа-
тельного переноса энергии (RT процесс) в рамках классической механики [1,2]. Однако для 
построения кинетического уравнения более удобным является квантование вращательного 
спектра, что позволяет обобщить уравнение Больцмана в форме кинетического уравнения 
Ванг Чанг – Уленбека (ВЧ − У) [3]. Решение уравнения ВЧ − У представляет сложную и 
трудоёмкую вычислительную задачу, и первые результаты получены недавно [4−6]. Основ-
ная вычислительная трудность связана с большим числом спектральных уровней. Напри-
мер, при расчёте структуры ударной волны в азоте при комнатной температуре в [6] число 
спектральных уровней менялось от 30 для числа Маха 1.5 до 44 при числе Маха 3.2, а время 
счёта оказалось примерно пропорционально квадрату числа уровней. Для продвижения в 
область больших чисел Маха (более высоких температур) возможно искусственное увели-
чение кванта вращательной энергии и введение меньшего числа «фиктивных» уровней. Та-
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кое приближение использовалось в [6] и позволило продвинуться до чисел Маха порядка 
10, но объём вычислений остаётся большим.  

Расчёт сложных двух и трёхмерных течений и особенно течений, при которых необ-
ходимо учитывать возбуждение колебательных степеней свободы требует разработки уп-
рощённых моделей RT процесса. Первая такая модель – релаксационное уравнение Морзе 
[7] − была разработана в то время, когда решение кинетического уравнения Больцмана, и 
тем более уравнения ВЧ − У, считалось  невыполнимой задачей и основные усилия были 
направлены на конструирование модельных кинетических уравнений. Эта модель является 
обобщением релаксационного кинетического уравнения Крука и вводит два времени релак-
сации: для поступательных и для вращательных степеней свободы. 

В настоящей работе предлагается экономичная модель RT процесса, содержащая 
только 2 уровня вращательной энергии. В ней RT процесс моделируется так же, как в моде-
ли Морзе, но процесс изменения функции распределения в результате упругих столкнове-
ний рассчитывается на основе интеграла столкновений Больцмана. Свободные параметры 
модели выбираются из условий близости результатов расчёта с данными численного реше-
ния уравнения ВЧ − У.  

Практическим оправданием использования приближенных моделей RT процесса яв-
ляется весьма неточное знание о сечениях возбуждения вращательных уровней. 

1 Построение модели 
Предлагаемое модельное кинетическое уравнение (будем называть его 2LRT-

моделью) имеет целью значительно упростить моделирование RT процесса обмена энерги-
ей в газе. Такое упрощение необходимо для расчета сложных течений молекулярных газов, 
особенно когда наряду с вращательными уровнями необходимо учитывать также возбужде-
ние колебательных уровней энергии. 

Модель состоит из 2 уровней: основного уровня с вращательной энергией 1 0ε =  и 
возбужденного уровня с энергией 2 maT xε > , где  есть максимальная температура газа, 
достигаемая в рассматриваемом течении (температура измеряется в энергетических едини-
цах и постоянная Больцмана равна 1). Газ представляется как двухкомпонентная смесь мо-
лекул, находящихся на одном из данных уровней с плотностями  и , а функция распре-
деления состоит из двух частей: 

maxT

1n 2n

1f  и 2f . Плотности компонент – заселенности уровней − 
определяются соотношениями 

 1 1 2 2,n f d n f dξ ξ= =∫ ∫  

Плотность газа есть , а плотность вращательной энергии 1n n n= + 2 n2 2rotE ε= . Пусть 
плотность газа в некоторой точке пространства есть , кинетическая энергия и враща-
тельная энергия . Заселенности уровней определятся простыми формулами  

n kinE

rotE

 2 2rotn E ε= , 1 2n n n= −   

Так как максимальное значение вращательной энергии ограничено условием 
, то maxrotE nT< 2 max 2n nT nε< <

n

, что гарантирует положительность заселенностей  

 20 n< <  и  1 0n >
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Зная кинетическую энергию  можно определить равновесную температуру kinE

( )2eq kin rotT E E= + 5n  и равновесные заселенности 2, 2 1, 2,,eq eq eq eqn nT n n nε= = − , которые 

определяют равновесные максвелловские функции распределения 1,Mf  and 2,Mf . 
Для конструирования модельного уравнения будем исходить из кинетического урав-

нение Ванг Чанг − Уленбека  

 ( ),
, ,

, ,

k li i
i j k l i j i j j i

j k l

f f p f f f f g bdbd d Q
t

ξ ϕ ξ∂ ⋅∂
+ = −

∂ ∂ ∑ ∫x
≡

i

 (1) 

Представим оператор столкновений  как сумму оператора упругих столкновений 

и оператора неупругих столкновений . Так как для реальных газов почти все столк-
новения сопровождаются переносом относительно малой энергии между вращательными и 
поступательными степенями свободы, а чисто упругие столкновения являются исключени-
ем, то окажется, что . Однако, при малом переносе энергии большинство столк-
новений по динамике мало отличается от упругих, и можно предположить, что они почти 
также перераспределяют молекулы газа в пространстве скоростей, как и упругие столкно-
вения. На этом основании можно приближенно включить все столкновения в оператор , 
а процесс RT переноса энергии представить в форме релаксационного оператора. 

iQ
ell
iQ r

iQ

ell r
iQ Q�

ell
iQ

Оператор упругих столкновений запишется в виде оператора столкновений для смеси 
газов 

 ( ) ,
ell
i i j i j i j

j
Q f f f f g bdbd d jϕ ξ′ ′= −∑∫  (2) 

Оператор неупругих столкновений запишем в релаксационной форме 

 ( )*
,

r
i r i i MQ f fν= − −  (3)  

Для рассматриваемой двух уровневой системы (1, 2), (1,2)i j= =  и модель является 

наиболее простой. В качестве *
,i Mf  естественно было бы взять максвелловские функции 

распределения с параметрами и . На основе серии численных экспериментов было 
найдено, что такой выбор является возможным, но не лучшим. Предлагается в качестве оп-
тимального выбор эллиптической функции распределения, определяемой диагональными 
элементами тензора температур  

eqT ,i eqn

 ( )
23 2 2 21 2* * * *

, , * *exp
2 2 2 2

yx z
i M i eq xx yy zz *

xx yy z

mcmc mcmf n T T T
k kT kT kTπ

− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜= −⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠z
⎟− −
⎟

, (4) 

где , ,x x y y z zc u c v c wξ ξ ξ= − = − = − ,   − компоненты вектора массовой скорости газа. 

Компоненты  определяются как подобные преобразования компонент 

, ,u v w
*
aaT Tαα , вычислен-

ных по функции 1 2f f f= +    

 ( )*
aa aa eq kinT T T T=  (5) 

Использование функции (4) вместо максвелловской означает, что неупругий оператор 
 в некоторой степени сохраняет вид функции распределения в пространстве скоростей. r

iQ
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Такое предположение представляется естественным, так как перераспределение молекул в 
скоростном пространстве включено в оператор . Частота неупругой релаксации ell

iQ rν  оп-
ределяется как доля частоты столкновений ν  релаксационного уравнения Крука 

  (6) (1)
r a vν =

Несмотря на выбранный вид *
,i Mf , оператор неупругих столкновений также вносит 

вклад в изменение функции распределения в скоростном пространстве в направление к рав-
новесному состоянию. Для учёта этого влияния следует уменьшить величину упругого опе-
ратора множителем . Оператор упругих столкновений примет вид (2) (2)(1 ), 0 1ra aν− < <

r iQ  (7) ,* (2)(1 )ell ell
iQ a ν= −

Окончательно 2LRT-модель состоит из двух операторов: неупругого (3) с частотой 
(6), и упругого (7). Она содержит два свободных параметра:  и , которые могут быть 
определены из сравнения полученных на её основе результатов с решениями уравнения 
Ванг Чанг – Уленбека или данными физического эксперимента  

(1)a (2)a

 ( ) ( ) ((1) (2) (1) *
, ,1i i

i j i j i j j i i
j

f f a a f f f f g bdbd d a f f
t )M

ξ ν ϕ ξ∂ ⋅∂ ′ ′+ = − − + −
∂ ∂ ∑∫x

ν  (8) 

2 Метод решения модельного уравнения 

Эффективным методом решения уравнения (8) является метод расщепления по физи-
ческим процессам, предложенный для уравнения Больцмана в [8] и обобщенный на уравне-
ние ВЧ – У в [5]. Для уравнения (8) на малом по сравнению со средним временем свободно-
го пробега молекул шаге по времени τ осуществляется расщепление на 3 стадии: а) расчёт 
переноса молекул без столкновений, б) расчёт упругих столкновений, и в) расчёт враща-
тельно-поступательной релаксации. Обозначив функцию распределения после первого эта-
па if ∗ , после второго if ∗∗ , после заключительного третьего этапа if , а решение на преды-
дущем временном слое как t

if τ− , получим следующую последовательность уравнений 

а) * 0
t t

i i if f f
x

τ τξ
τ

− −− ⋅∂
+ =

∂
; 

б) ( ) ,
i i

i j i j i j j
j

f f f f f f g bdbd dϕ ξ
τ

∗∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗− ′ ′= −∑∫ ;  

в) ( ),
i i

r i i M
f f f fν
τ

∗∗
∗∗ ∗∗−

= − −  

Для аппроксимации производных по физическим координатам на стадии а) применя-
ются консервативные по потокам явные схемы высокого порядка точности. Наиболее тру-
доёмким является этап б), связанный с вычислением интеграла столкновений Больцмана. 
Для этой цели разработан консервативный проекционный метод [9]. Решение релаксацион-
ного уравнения на заключительном этапе не представляет особой трудности, но требует 
простой коррекции для того, чтобы обеспечить точное выполнение законов сохранения 
массы, импульса и энергии. Функция ,i Mf ∗∗  имеет вид (4) и вычисляется по параметрам  

и , вычисленным после этапа б). 

,i eqn
*
aaT
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3 Адаптация модели для азота 
Для того чтобы настроить модель для азота, были проведены расчёты структуры пло-

ской ударной волны в этом газе в широком диапазоне чисел Маха, и на их основе выбраны 
параметры  и , наилучшим образом приближающие результаты решения уравнения 
ВЧ-У из [6]. Сравнения проводились для чисел Маха 2.4 и 10, а также для нескольких про-
межуточных чисел. Решение уравнения ВЧ-У было выполнено для потенциала Леннарда − 
Джонса с параметрами, приведенными в [10]. Для чисел Маха до М = 3.2 брался реальный 
вращательный спектр с 

(1)a (2)a

0 2.89Kε = , а при больших числах Маха использовались фиктивные 
уровни с числом от 16 до 24. Независимость результатов от числа выбранных уровней про-
верялась. Сечения RT переходов брались из данных молекулярного моделирования, выпол-
ненных в [11,12] и приведенных в виде приближенной аналитической зависимости от отно-
сительной энергии сталкивающихся молекул и разности энергий исходных и конечных 
уровней вращательной энергии. Для 2LRT модели был выбран степенной потенциал с пока-
зателем −12, который хорошо приближает потенциал Леннарда – Джонса и даёт частоту ре-
лаксационного уравнения Крука . 0.33

kinv nT∼
После многочисленных расчётов и сравнений были определены следующие опти-

мальные значения параметров модели  

  (1) (2)0.36, 0.9a a= =

Сравнение решений 2LRT модели при указанных параметрах с решением уравнения 
ВЧ-У для M = 2.4 приведено на рисунках 1 и 2, а для М = 10 на рисунках 3 и 4. Графики для 
2LRT модели отмечены звёздочкой. Данные на первых двух рисунках приведены в норма-
лизованном виде 1 2 1( ) (a a a a a′ = − − ) , а на остальных рисунках в виде отношения 

1a a a′′ = . Здесь  − значение физической величины в точке с координатой a x , − её зна-
чение перед ударной волной, и  − значение за ударной волной. Координата 

1a

2a x  нормиро-
вана на длину свободного пробега молекул до ударной волны, центр ударной волны поме-
щён в точку .  0x =
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                   Рис.1. Сравнение графиков приведенной плотности при М = 2.4 
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                                    Рис.2. Приведенные параметры газа при М = 2.4 
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                                            Рис.4. Параметры газа при М = 10 

Заключение 
Из рассмотрения рисунков видно, что 2LRT модель даёт точные равновесные значения плот-

ности и температуры в ударной волне, достаточно хорошо определяет толщину ударной волны, 
предсказывает горб температуры в ударной волне, правильно описывает поведение компонент тен-
зора температур. Лучшая аппроксимация результатов, полученных по уравнения ВЧ –У имеет место 
при небольших числах Маха. Наибольшее отличие от решения уравнения ВЧ-У наблюдается в по-
ведении вращательной температуры внутри ударной волны. Эта разница обусловлена тем, что ре-
альный процесс переноса энергии между вращательными и поступательными степенями носит 
сложный нелинейный характер, который не может быть описан с достаточной точностью линейным  
релаксационным уравнением.  

Можно надеяться, что во многих сложных течениях, как и в рассмотренном случае, указанное 
различие в протекании RT процесса не скажется в значительной степени на других параметрах газа. 
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